Métodos Matematicos 11
Grao en Fisica.

4.- Aplicacions Lineais.

4.1.- Definicion.

Sexan ¥V e W espazos vectoriais sobre o mesmo corpo K.

Unha aplicacion f: V —> W dise que ¢ unha aplicacion lineal entre os espazos

vectoriais V e W se verifica:
1) f(vitvy) = f(v)) + f(v2), Vv, v,eV.

i) flav) = af(v), VveV, Vaek

4.2. - Exemplos:
1. A aplicacién f: R —>R’, dada por f(x, y) = (x + 2y, 3x —y, 2x) ¢ lineal
2. A aplicacién f: R —> R’, dada por f(x, y) = (x* + 2y, 3x — y, 2x) non ¢ lineal.
3. A aplicacién f: R’ —> R’ dada por f(x,y,z) = (x ty, 3z—2) non ¢ lineal.

4. A aplicaciéon f: R’ —> R’ dada por f(x, y, z) = (x + y, 3xz) non ¢ lineal.

4.3.- Proposicion (Propiedades basicas).
Se f: V. —> W éunha aplicacion lineal, enton:
i) f(Ov) = Ow.
i) f(-v) =-f(v), VveV.
i) Sev=oyv)+ vy + ... + apvy, entéon
f(v) = aif(vy) + o f(v2) + ... + onf(vn)

Demostracion.




1) Basta recordar que Ogo v = Oy, e polo tanto
f(Oy) = f(Oxov) = Oxof(v) = Ow.
i) Basta ter en conta que —v = (-1)v, e polo tanto
f(-v) = f((-Dv) = (-Df(v) = -f(v).
iii) Podemos probalo por “recorrencia”
f(v) =f(ovi + oava + ... + opvy) = f(oyvy) + flavs + .o+ o vy) =

= f(OLlVl) + f(OLsz) +....t f((XnVn) = Otlf(Vl) + o f(Vz) +....t (an(Vn).

4.4.- Definicion.
a) Unha aplicacion lineal inxectiva chadmase monomorfismo.
b) Unha aplicacion lineal sobrexectiva chdmase epimorfismo.

c¢) Unha aplicacion lineal bixectiva chdmase isomorfismo.

d) Unha aplicacion lineal f: V —> Vdun espazo en si mesmo chamase endomorfismo.

¢) Un endomorfismo bixectivo chamase automorfismo.

4.5.- Proposicion.

Se V e W son dous espazos vectoriais sobre un corpo K, entén unha aplicacion lineal f:

V —> Westa completamente determinada si se cofiecen as imaxes dos vectores dunha

base calquera B = {E|, Ea, ..., Ey} de V.

Demostracion.-

Se cofiecemos as imaxes f(E,), f(E,), ..., f(En), enton
VveV, Ih, Ay ey Am€K/v=0ME| + MEx + ..+ AnEn
e

f(V) = fO\,]El + 7\,2E2 +..+ kmEm) = Mf(El) + ?sz(Ez) +..+ kmf(Em)




4.6.- Exemplo.

Sexa B = {(1, 1,0), (1,0, 1), (0, 1, 1)} unha base de R® e f: R* —» R? a aplicacién
lineal dada por f(1, 1, 0) = (5, 3), f(1,0, 1) =(3,2) e (0, 1, 1) = (2, 2).

Calcula f(7, 1, 2), (4, 9, 5) e f(a, b, ¢) para un vector arbitrario (a, b, ¢) e R’
Solucion.-

Para calcular as coordenadas de (7, 1, 2) respecto de B, resolvemos o sistema

1 1 0 7
a1 |[+Bl0|+y[1|=|1|cobtemosa=3,=4,y=-2.
0 1 1 2

En consecuencia

f(7,1,2)=13(1,1,0)+4(1,0, 1) - 2(0, 1, 1)) = 3(5, 3) + 4(3, 2) — 2(2, 2) = (23, 13).

Para calcular as coordenadas de (4, 9, 5) respecto de B, resolvemos o sistema

1 1 0 4
of1|+Bl0|+y/1|=|9|ecobtemosa=4,=0,y=5.
0 1 1 5

En consecuencia

f(4,9,5)=1(4(1,1,0) + 0(1, 0, 1) + 5(0, 1, 1)) = 4(5, 3) + 0(3, 2) + 5(2, 2) = (30, 22).

Para calcular as coordenadas de (a, b, ¢) respecto de B, resolvemos o sistema

1 1 0 a
all|[+BlO|+y[1|=|b
0 1 1 c

Utilizando o método de Gauss, dado que B ¢ unha base, podemos obter as coordenadas

para cada vector (a, b, ¢)e R’.

1 a
F2-F1 (-)F2,F3-F2 (1/2)F3

a 0 1 1
bl —> |0 -1 1 —a+b N 01 -1 a-b —>
c 1 0 0

e e )

1 1
1 0
0 1 0 1 c 2 —a+b+c




1 1 0 a 1 10 a
(1/2)F3 F2+F3 F1-F2
—> |01 -1 a-b — |01 0 (a-b+c)/2 | >
0 0 1 (-a+b+c)/2 0 01 (—a+b+c)/2

1 0 0 (a+b—-c)/2
—> |01 0 (a-b+c)/2
0 01 (—a+b+c)/2

En consecuencia obtemos

a=(@+b-c)2, PB=(a-b+c)2, y=(-a+b+c)2.
fa, b, c)=f(((@a+b—-c)2 )(1,1,0)+ ((@a—b+c)2)(1,0, 1)+ ((-a+b+c)2)0, 1, 1))
=((@a+b-0)2)(5,3)+((@a-b+¢)2) 3,2) +((-a+b+¢)2) (2,2) =

=((6a+4b)/2, (3a+3b+c)2).

4.7.- Exercicio

Sexa B = {(2,1,0), (1,0, 1), (1, 1, 1)} unha base de R’ e f: R* —» R? a aplicacién
lineal dada por f(2, 1, 0) = (4, 3), f(1,0, 1) = (3, 4) e f(1, 1, 1) = (2, 2).

Calcula (7, 5, 5), (9, 4, 3) e f(a, b, ¢) para un vector arbitrario (a, b, ¢) e R’

4.8.- Nota.

Se f: R™ —» R" é unha aplicacién lineal, enton

existen ajeR,i=1,...,n; j=1,...,m con
a a a
X, a;x, +..... +a,,Xx, 11 12 lm X,
a a a
X, ay X, +.... +a,,Xx, 21 22 2m || X,
f = =
X a, X o + Ay X anl a, .. . anm X




En efecto, sexa ej o vector da base candnica de R™ con 1 no coeficiente j e 0 nos

a;
azj
restantes e f(ej) = | _ |. Enton
a,
X, 1 0 0 1 0 0
X, 0 1 0 0 1 0
£l =] [txe| |Tetxe| DExf(] DExf(| Dt.ootxef(] D=
X, 0 0 1 0 0 1
a, a, a,, a, x, +...+a,x,
a,, a, a,, Ay X, F oot a,, X,
= X1 . + Xy . + .t Xy . =
a

a,, a a,x, +...+a,x

4.9.- Definicion.

Se f: ¥V —> W ¢ unha aplicacion lineal, enton denominase nucleo de f e dendtase

Ker(f) ou Nuc(f) 6 conxunto:

Ker(f) = {xe V/{(x) = Ow}

4.10.- Proposicion

Se ' V. —>> W ¢ unha aplicacion lineal, enton
1) Ker(f) € subespazo de V.
i1) Se U ¢ subespazo de V, f(U) ¢é subespazo de W.
ii1) Se U ¢ subespazo de W, £'(U) ¢é subespazo de V.
v) Im(f) é subespazo de W.

Ademais {f(E;), f(E»), ..., f(Em)} € un conxunto de xeradores de Im(f).




Demostracion.

i) Se v, vo € Ker(f), enton f(v; + vo) = f(vy) + f(v2) =0 + 0 = 0, polo que
(vi + v) e Ker().

Se veKer(f), a €K, enton f(av) = af(v) = a0 = 0, polo que av e Ker(f).

) wy, waef(U) = 3 v, voelU/f(v))=wy, f(va) =wy = w; + wy=1f(v)) + f(vp) =

f(vi + v2) € f(U) polo que w; + w, € f(T).

Se wef(U), aeK, enton 3 velU/w=f(v) = aw = af(v) = f(av)e f(U) xa que aveU

porque veU. Logo we f(U), a e K = awe f(U).

iii) Se v1, voe £1(U), enton f(vy), f(v2)eU e f(vi + v2) = f(v1) + f(v2) €U polo que
(vi+v2)ef ().

Se ve f!(U), acK, entén f(v)eU e fav) = af(v) e U polo que ave f'(T).

iv) Basta ter en conta o apartado ii) para o caso de U =V.

Ademais:

welm() = IveV/ v =w=v=3 aEw=f> k)= ofE)

i=1 i=l1 i=1

4.11.- Corolario.

Se f: V —>» W ¢ unha aplicacion lineal e B= {E, E,, ..., Ey} ¢ unha base de V,
entdn f € sobrexectiva (epimorfismo) < W = <{f(E,), f(E»), ..., f(En)}>.

4.12.- Proposicion.
Sexa f: V —> W é unha aplicacion lineal, enton:
a) fesinxectiva < ker(f) = {Oy}.
b) fé sobrexectiva < Im(f) =W.
Demostracion:

a) “=" ¢ evidente.




Demostremos a outra implicacion “<=:
Vi, VQEV, f(Vl) = f(Vz) = f(Vl-Vz) =0 = (V1-V2)EKCI‘(f) = {0} =
= V1-V2=0 > Vi=V

c) E adefinicion.

4.13.- Proposicion.
Se f: V —> W ¢ unha aplicacion lineal e bixectiva, enton a aplicacion bixectiva
1w % V¥ ¢ unha aplicacion lineal.
Demostracion: Temos que probar que a aplicacion bixectiva f': W —>V
Verifica as seguintes propiedades:

a) seu,w €W, enton f'(u+w) = ')+ f'(w);

b) seueW, aek, entén (o u) = a £'(u).
En efecto, sexanu, w e W, acK e x=f'(u), y = f'(w) [é dicir f(x) = u, f(y) = w].
a) fl(u+w)=f'(fx) +fy) =f'fx +y)=x+y=f'w+f'(w).
b) fl(au) =f(a f(x)) = f'(f(a x)) = a x = a ' (u).

Observacion: Se unha aplicacion f: ¥V —> W entre espazos vectoriais ¢ un

. r 1 y , .
1somorfismo enton f; W —) V¥ é tamén un isomorfismo.

4.14.- Definicion.

Dous espazos vectoriais V, W dise que son isomorfos se existe un isomorfismo entre

eles e escribese V = W,
4.15.- Exemplo.

Se V é un K-espazo vectorial de dimension n, enton V. = K"

Se B = {Ey, Ey, ..., En}, a aplicacién f: V. —> K, dada por f( > a,E,) = (a1, ..., an) ¢ un

i=1

1somorfismo.




4.16.- Proposicion.
Se f: ¥V —> W ¢ unha aplicacion lineal, enton:
dim ¥ = dim (Ker(f)) + dim (Im(f)).
Demostracion.
Sexa dim ¥V =n e dim (Ker(f)) =r.
Collemos unha base de Ker(f), {Ei, Ea, ..., E;}, e completamola a unha base de V,
{E\, Ea, ..., Ei, Erii, ...y En}.

Pola forma en que eliximos a base de V, temos que f(E;) = ... = f(E;) = 0 e polo tanto

{f(Er+1), ..., f(En)} € un conxunto de xeradores de Im(f).

Ademais {f(E;1), ..., f(En)} € un conxunto de vectores linealmente independentes pois
> af(E)=0=f{ > wB)=0= > ki eKer(f).
i=r+l i=r+l i=r+l

Pero dado que un vector do nucleo pode expresarse como combinacion lineal dos r
primeiros vectores da base {Ei, Ea, ..., E;, Exi1, ..., Ep}, € que un vector sé pode
expresarse dunha tinica forma como combinacidn lineal dos vectores dunha base
(véxase o Corolario 6.5.6 do capitulo de Espazos Vectoriais), temos que a Unica
posibilidade ¢ que o; =0, 1 =r+1, ..., n, e polo tanto {f(E;:), ..., f(En)} forman unha
base de Im(f).

4.17.- Proposicion.

Se f: ¥V —> W ¢ unha aplicacion lineal, enton:

1) f¢é inxectiva se, e s6 se, para calquera conxunto {Ei, ..., E;} de vectores de V

linealmente independentes o conxunto {f(E;), ..., f(E;)} ¢ linealmente independente.

2) f é sobrexectiva se, e sO se, para calquera conxunto {E, ..., E;} de xeradores de V o

conxunto {f(E;), ..., f(E;)} ¢ un conxunto de xeradores de W.
En efecto:
1) [13 :> 2

Sexa dim V =n. Como f é inxectivadim Ker f=0edimIm f=dim V =n.




Se {Ei, ..., E;} € un conxunto de vectores de V linealmente independentes, pode
completarse a unha base de V {E4, ..., E, E;11, ..., Epn} €

Im £ = <{f(E)), ..., {E.), f{Eir1), ..., {(En)}>.

Pero como dim Im f=n, {f(E)), ..., f(E;), f(Eir+1), ..., f(Es)} son linealmente
independentes e polo tanto {f(E;), ..., f(E;)} son linealmente independentes.

(13 2

—

Se {Ei, ..., Ex} € unha base de V, enton ¢ un conxunto de vectores de V
linealmente independentes e polo tanto {f(E;), ..., f(E,)} € un conxunto de
vectores de W linealmente independentes e como ademais € un conxunto de

xeradores de Im f, {f(E,), ..., f(E,)} ¢ unha base de Im f.
Asidim V =dim Im f, polo tanto dim Ker =0 e f ¢ inxectiva.
2) (13 :> 2

Se {Ei, ..., E;} € un conxunto de xeradores de V, ¢ claro que {f(E)), ..., f(E;)} ¢ un
conxunto de xeradores de Im f. Entonces se f ¢ sobrexectiva Im f=W e {f(E)), ...,

f(E;)} ¢ un conxunto de xeradores de W.

(13 2

—

Se {Ei, ..., Ex} € unha base de V, enton ¢ un conxunto de xeradores de V e polo

tanto {f(E;), ..., f(En)} € un conxunto de xeradores de W.
Pero se {E|, ..., E,} € unha base de V, enton Im f = <{f(E,), ..., f(E,)}>.

Pero enton W =1Im f e f é sobrexectiva.

4.18.- Teorema (Teorema de clasificacion).

Sexan ¥V e W espazos vectoriais sobre o mesmo corpo K. Enton V ¢ isomorfo a W se, e

so se, dim YV = dim W.
Demostracion.

13

—”  Se f:V —> W é un isomorfismo, entén Imf =W, Kerf = {0} e polo tanto
dim (Imf) =dimW e dim(Kerf) =0. En consecuencia

dim V = dim(Kerf) + dim(Imf) = 0 + dimW.




13 2

=
Sexan B={E, ..., E,} e B’ = {Fy, ..., F,,} bases de V e W, respectivamente.

A aplicaion lineal definida como f(E;) = F, ..., f(E,) = F, € un isomorfismo pois
Imf = <{f(E)), ..., f(En)}>=<{Fy, ..., Fa}> =W e polo tanto f ¢ sobrexectiva.
Ademais

dimV = dim(Kerf) + dim(Imf) = dim(Kerf) + dimW

e polo tanto f ¢ inxectiva pois Kerf = {0}, xa que dimV =dim W.

4.19.- Definicion.

Se ' V. —>> W ¢ unha aplicacion lineal, enton denominase rango da aplicacion lineal a

dimension da imaxe:

rang(f) = dimg(Im(f)) = dimg(f(V))

4.20.- Proposicion.

Sexa f: V —> W unha aplicacion lineal.

B={E|, Ey, ...,En} base de Ve B’= {F|, F,, ..., F,} base de W

Enton:
coord. coord. .. .. coord. coord. coord.
def(E,) def(E,) .. .. def(E,)||dev _ | def(v)
respecto respecto .. .. respecto | | respecto respecto
de B' de B' v .. deB' de B de B'
Demostracion.-

Sev=ME + B+ ...+ XmEm, entdén

f(V) = fO\,]El + 7\,2E2 +..+ kmEm) = Mf(El) + sz(Ez) +..t kmf(Em) (¥

coord. coord. coord. coord.

de f(v) Y de f(E,) ey de f(E,) e def(E,) _
respecto respecto respecto respecto

de B' de B' de B' de B'

10



coord. coord. .. .. coord. coord.

_ def(E,) def(E,) .. .. def(E )| |dev
respecto respecto .. .. respecto | | respecto
de B' de B' . .. deB' de B

E dicir:

Sexa f(E;) = o1iF1 + o2iF> + ... + ogiFy

coord. a,
def(E;,) | _|ay
respecto -

de B' a

Sev=ME + B+ ...+ XmEm, entdén
f(V) = fO\,]El + 7\,2E2 +..+ kmEm) = Mf(El) + sz(Ez) +..t kmf(Em) =

= 7L1(OL11F1 + 0(21F2 + ...+ OLann) +..+ km(OtlmFl + OLQsz + ...+ OanFn)

coord. a, a, a.,. 11 12 Im
de f(v) @1 (225} a,, 2 O o
=M + X + ..+ Am =
respecto ) - .
de B'
anl an2 anm anl anz -

4.21.- Exemplo.

Sexa B = {(1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1)} unha base de R’ ¢ B’ = {(1, 1), (2, 1)} unha base

de R’

Se (x1, X2, X3) son as coordenadas de v respecto de B, escribiremos v = (X1, X2, X3)B.

Se (x1, X») son as coordenadas de w respecto de B’, escribiremos w = (X1, X2)".

Sexaf:R* —> R’a aplicacion lineal dada por
f(1,1,0)=(1, 2):; (1,0, 1) = (1, 1)p; (0, 1, 1) = (2, 0) p’;
Calcula f(7, 1, 2), (4, 9, 5) e f(a, b, ¢) para un vector arbitrario (a, b, ¢) e R’

Solucion.-

11



Sabemos que

coord.  coord.  coord.
def(E,) def(E,) def(E;)|_(1 1 2
respecto respecto respecto 210
de B' de B' de B'
Para un vector v, sabemos que
coord. coord.
I 1 2)|dev _ de f(v)
2 1 0)|respecto respecto
de B de B'

Do exemplo 4, sabemos que as coordenadas de (7, 1, 2) respecto de B son
(79 19 2) = (33 43 _2)B

En consecuencia

coord.

def(7,1,2)| (1 1 2 (3
respecto - (2 1 Oj - (10)
de B' -

E dicir f(7, 1, 2) = (3, 10);, e polo tanto f(7, 1, 2) =3(1, 1) + 10(2, 1) = (23, 13)
De novo do exemplo 4, sabemos que as coordenadas de (4, 9, 5) respecto de B son
4,9,5)=(4,0,5)s

En consecuencia

coord. 4

de (4,9, 5) 2(1 1 2j 0 {14)
respecto 210 5 8
de B'

E dicir f(4, 9, 5) = (14, 8)’, ¢ polo tanto (4, 9, 5) = 14(1, 1) + 8(2, 1) = (30, 22)
De novo do exemplo 4, sabemos que as coordenadas de (a, b, ¢) respecto de B son
(a,b,c)=((a+b-c)2,(a—b+c)2,(-a+b+c)2)s

En consecuencia

12



coord.
(a+b-¢)/2

de f(a, b, ¢) 1 1 2 b+c
= (a—b+c)2 | =
respecto 210 Ba+b-c)/2
(-a+b+c)/2
de B'

E dicir
f(a, b, c) = (b+c, (3a + b —¢)/2)p’, € polo tanto

f(a, b, c) = (b +c)(1, 1) + ((Ba+b—c)2)(2, 1) = (3a+2b, 32+ 3b +c)2).

4.22.- Proposicion.
Se f: ¥V —> W ¢ unha aplicacion lineal e
B={E|, Ea, ..., En}¢é unha base de V e B’= {F,, F,, ..., F,,} unha base de W.

Se M € Myxm(K) € unha matriz tal que

coord. coord.
d de fi
M ev _ | de v)
respecto respecto
de B de B'
Enton
coord. coord. .. .. coord.
M= def(E,) def(E,) .. .. def(E,)
respecto respecto .. .. respecto
de B' de B' v .. deB'
Demostracion.
0
coord. -
0
de E, : .
= | 1 | vector con todos os elementos 0 excepto un 1 no lugar i. Enton
respecto 0
de B
0

13



0
Columna O coord. coord.
1 =Mlede1 =def(,)
de 0 respecto respecto
M de B de B'

0

4.23.- Definicion.

Sexa f: V —> W unha aplicacion lineal.
B={E|, Ey, ...,En} base de Ve B’= {F|, F,, ..., F,} base de W

Chamase matriz asociada a f, respecto das bases B e B’, 4 matriz

coord. coord. .. .. coord.

def(E,) def(E,) .. .. def(E,)
(fsp) =

respecto respecto .. .. respecto

de B' de B' e .. deB'

4.24.- Exercicio

Sexa B = {(2, 1, 0), (1,0, 1), (1, 1, 1)} unha base de R’ ¢ B’ = {(1, 1), (2, 1)} unha base
de R’.

Recordamos que
Se (x1, X2, X3) son as coordenadas de v respecto de B, escribiremos v = (X1, X2, X3)B

Se (x1, X») son as coordenadas de w respecto de B’, escribiremos w = (X1, X2)".
Sexaf:R* —> R’a aplicacion lineal dada por
f(2,1,0)=(2, g, (1,0, 1)=(5,-1)p- e f(1, 1, 1) = (2, 0)-.

Utiliza a matriz asociada a f segundo as bases B e B’ para calcular (7, 5, 5), f(9, 4, 3) e

f(a, b, ¢) para un vector arbitrario (a, b, c)eR’.
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4.25.- Proposicion.

Sef:V—>We W —> U son aplicacions lineais, enton go f: V —> U ¢ unha

aplicacion lineal.
Demostracion:

1) (goH(vitva) = (g(f(vitv2)) = g(f(vi)Hi(v2)) = g(f(v1))+g(f(v2)) = (go H(vi)H(go D)(v2),

VVl,VQEV

i) (go H(av) = g(flav)) = g(af(v)) = agf(v)) = a(ge H(v), VveV, Vaek

4.26.- Proposicion.

Sexan f: V —> We g W —>U aplicacions lineais ¢ B, B’ ¢ B” bases de V, We U

respectivamente. Enton

(gp'p")(fBR") = ((g° BE")

Demostracion: E consecuencia inmediata da Proposicion 7.22. xa que

coord.. coord.. coord.. coord..

de de de de
(go')(fon) | E, = (eww) | fE) | = |&(f®)) [= | (goNE) |

respecto respecto respecto respecto

de B de B' de B" de B"

4.27.- Definicion.

Se B e B’ son duas bases do mesmo espazo vectorial ¥, chamamos matriz de cambio

de base de B a B’ 4 matriz asociada 4 aplicacion identidade 1: V —>V respecto das

bases B e B’, denotarase (Igp’).

E claro que si B={Ej, Ea, ..., E,} e B’= {Fy, F5, ..., F,,} son base de V, entén

coord. coord. .. .. coord.

de E, deE, w .« deE,
(Isp) =

respecto respecto .. .. respecto

de B' de B' . .. deB'
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e que

coord.. coord. . . coord. coord.. coord..
deE, deE, . . deE, dev | dev
respecto respecto . . respecto || respecto - respecto
de B' de B' . . deB' de B de B'

4.28.- Nota.

E claro que se B é unha base dun espazo vectorial V e consideramos I: V —> V entén

(Isg) =1 (sendo I a matriz identidade).
4.29.- Nota.

Se B e B’ son duas bases do mesmo espazo vectorial ¥, enton, en virtude da

Proposicion 7.26 temos que
(Isg’)e(Is's) = (Ipp) =1
(Is'B)o(Isp’) = (Isp) =1

e en consecuencia (Igp’) = (IB»B)'1

4.30.- Proposicion (matrices asociadas a unha aplicacion lineal respecto a bases

distintas).

Se f: V. —> W ¢ unha aplicacién lineal, B; ¢ B, bases de V ¢ B, e B, bases de W,
enton:

(s,8,)(fs,8,)Us,8,)=(s,5,)

Demostracion.-

E consecuencia directa das proposicions anteriores tendo en conta que a composicion Iy

ofoly coincide con f (Iweof=foly=Iwofoly=1).
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